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摘  要: 数字几何处理的主要研究对象是三维空间中的二维曲面, Laplace-Beltrami 算子是定义在黎曼流形上的微分

算子, 其在网格曲面上的离散形式在三维模型分析等应用中具有重要作用, 是一类基本的几何工具. 不同的离散方

法具有不同的数学性质, 所适用的应用场景也不相同. 文中对 Laplace-Beltrami 算子的离散化理论与应用进行综述, 

希望能够使读者对该算子的功能有基本了解, 对数字几何处理的最新研究进展有进一步的认识, 并对未来的研究方

向及应用前景有所启发. 

关键词: 计算机图形学; 数字几何; Laplace-Beltrami 算子; 离散化 

中图法分类号: TP391 

Recent Progress in the Laplace-Beltrami Operator and Its Applications to Digital 
Geometry Processing 

Fan Dian1, 2), Liu Yongjin1, 2)* , and He Ying3) 
1) (Department of Computer Science, Tsinghua University, Beijing, 100084) 
2) (National Laboratory for Information Science and Technology, Tsinghua University, Beijing, 100084) 
3) (School of Computer Engineering, Nanyang Technological University, Singapore) 

Abstract: Digital geometry processing focus on 2-dimensional surfaces in 3-dimentional space. Laplace-Beltrami 

operator is a differential operator defined on Riemannian manifolds. Discrete Laplace-Beltrami operator is a use-

ful tool in applications such as 3-dimentional model analysis. Diverse methods of discretization lead to distinct 

mathematical properties related to the applications they aim at respectively. This paper provides a survey on 

theory and application of discrete Laplace-Beltrami operator. We hope this paper can provide some help for re-

searchers to learn how Laplace-Beltrami operator works in digital geometry processing with in-depth under-

standing and identify possible directions for further research and new applications. 
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拉普拉斯贝尔特拉米算子 (Laplace-Beltrami 

operator)是定义在黎曼流形上的二阶微分算子, 是

在欧氏空间中的拉普拉斯算子(Laplace operator)的

一种推广 , 本质上描述了空间中某点函数值与其

邻域均值差异这一特征 , 它在包括数学和物理在

内的诸多自然科学领域发挥着重要的作用.  

数字几何处理是计算机图形学中重要的组成

部分 , 其主要研究对象为嵌在三维空间中的二维



560 计算机辅助设计与图形学学报 第 27 卷 

 

     
      

曲面 . 由于计算机图形学中广泛采用离散化采样

技术 , 三维模型通常使用网格或者点云的形式进

行离散化表示, 相应的 Laplace-Beltrami 算子的离

散形式也越来越多地受到广泛的关注. 

从计算曲率 [1-2]开始 Laplace-Beltrami opera-

tor(以下简称 LBO 算子)被引入数字几何处理, 后来

在网格曲面处理[3-5]及三维模型分析[6-7]中得到广泛

的应用. LBO 算子在图像处理[8-10], 信号处理[11-12], 

求解偏微分方程[8,13-14]等方面也有所涉及. 因为不

同的应用场景对于该算子所需要满足的数学性质

要求不尽相同 , 所以便衍生出了种类繁多但又不

能相互替代的离散方法.  

关于 LBO 算子离散化的计算理论与计算方法

在过去得到了广泛的研究 , 在三角网格上基于余

切的离散化方法 [15-16]已经比较成熟 , 针对其收敛

性的讨论始终是关注的焦点 . 近年来发展出基于

热核[17]的计算理论, 在收敛性方面有重要突破, 它

的适用范围可以延伸到多边形网格[18]与点云[19-20]之

上, 应用的领域也得到了拓展.  

本文将从理论、方法与应用 3个方面进行展开:

首先给出了该算子的数学背景及基本性质 , 并介

绍离散化的不同计算理论; 然后列举了一些离散

化的具体方法并进行分析 , 并讨论各种应用与该

算子联系; 最后对全文进行总结.  

1  预备知识 

1.1  Laplace 算子及其在黎曼流形上的推广 
Laplace 算子是欧氏空间中作用于标量函数

的二阶微分算子, 其定义为梯度( )的散度( · ), 

任意二阶可微函数 对应的 Laplace 算子即∆ 表达

式为 

∆ · . 
在 n维笛卡儿坐标系下函数 f的 Laplace算子

可以写成非混合二阶偏导数的和, 即 

∆
∂

∂    . 

二维极坐标系与三维球坐标系中 Laplace算子

的表达式也可通过坐标变换推出.  

Laplace 算子可以用来描述许多物理现象, 如

波动方程、泊松方程等. 将 Laplace 算子推广到黎

曼流形上就得到了 LBO 算子, 根据黎曼流形梯度

和散度的定义, 若 g为流形上的度量张量, 则函数

f的 LBO 算子在局部坐标系中表示为 

∆ div grad 
1

,

| | . 

对于复杂曲面很难得到该式的显示表达 , 对于简

单曲面有如下结论——平面 LBO算子与 Laplace算

子保持形式上一致, 单位球面函数 , 的 LBO算

子显示表达式为 

, sin sin
∂

sin . 

该式给出了球面上某点 LBO 算子的解析解, 常常

被用来计算真值作为与离散化方法得到的近似解

进行误差分析 , 对收敛性的分析起到了重要的作

用.  

1.2  离散 LBO 算子及其基本性质 
首先给出网格曲面上离散 LBO 算子的定义: 

在顶点数为 n的三角网格 M上定义函数 f, 则该函

数在顶点 处的离散 LBO 算子即 可以写成

如下形式[21-22] 

                 1  

也就是说，作用于函数 上的离散 LBO算子在

处的取值由该顶点函数值 与其他顶点函

数值 之差的线性组合表示 . 由于 具备

上述形式, 的选取就显得举足轻重, 系数矩阵

所满足的数学性质决定了离散方法质量的高低 . 

理想的 LBO算子应当满足 4个条件[22]:  

对称性—— = .  

局部性——当且仅当 vi与 vj相邻时 0.  

线性——对平面上的线性函数有 0.  

正权值——当 i≠j时 ≥0.  

实际上, 对于一个任意网格均满足上述 4个条

件的离散方法是不存在的 [22]. 因此需要根据应用

的需求进行取舍 , 例如提出网格需要满足的限制

条件, 或者有选择的不考虑其中某项性质.  

离散 LBO 算子面临的最大挑战来自于收敛性

问题. 随着采样点数目的增加, 三角网格收敛于连

续曲面, 是否收敛于∆ ? 在什么条件下收敛于

∆ ？早期研究中给出了多种评价方式 [21,23-25], 

Wardetzky[26]总结了离散 LBO算子收敛的 4个等价

命题 , 并以此作为判断不同离散化方法优劣的重

要依据.  

2  计算理论 

式(1)给出了离散 LBO 算子的基本形式, 之后
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的研究大多围绕着 系数矩阵的取值展开. 在相

关计算理论被提出之前, 人们凭借经验对 进行

简单的猜测 , 但由此导出的离散方法并不能给出

很好的近似结果 . 通过研究该算子相关的数学问

题 , 人们对于 取值的形式有了更清晰的认识 , 

在此基础上拓展出许多实用的算法.  

2.1  狄利克雷能量 
狄利克雷能量(Dirichlet’s energy)是描述函数

可变性的概念, 其与定义域的梯度向量场有关. 满

足 LBO 算子等于零的函数称为调和函数 , 它与

Dirichlet’s energy 的极值点存在对应关系, 因此可

以在网格上通过求离散 Dirichlet’s energy在顶点处

的偏导数得到该点离散 LBO算子的值.  

关于 Dirichlet’s energy 的离散化有如下结论: 

若函数 是作用于网格中某三角面片上的线性映射, 

则该区域对应的 Dirichlet’s energy表达式[27-28]为 

1
4

cot · | |              2  

其中 表示映射前三角形的内角, | |表示映射后

三角形的边长. 式(2)对函数 在三角形某顶点 处

求偏导数 , 并将 | |改写成 | |的形

式得到 
1
2

cot · | |  

cot  ·  | |  . 

对于网格上某顶点 , 若对其周围三角形面

片能量求和, 然后计算其偏导数并合并同类项, 就

得到该点对应离散 LBO算子的值[28-29] 

 

1
2

cot cot ·   3  

其中 和 分别表示连接 和 的边 两侧的对角, 

表示与顶点 相邻的顶点的集合 . 将该

方法求得的表达式与 的一般形式进行对比

可知 

0.5 cot cot ,    if 
0,            else

. 

该式给出了离散 LBO算子的系数矩阵 满足对角

余切求和的形式 , 是许多离散方法及实际应用的

重要基础, 对于离散 LBO 计算理论的发展具有开

创性的贡献 , 并在随后一段时间中得到了广泛的

研究和改进. 

2.2  平均曲率向量 
平均曲率向量 [15]的计算是函数 时

LBO 算子的特例, 也是重要的应用之一. 因此通

过研究计算离散网格平均曲率的方法, 对 LBO 算

子系数的确定起到指导作用.  

考察平均曲率向量在网格上某顶点邻域内的

积分, 根据等价关系将其写成梯度的散度形式, 由

多元微积分中高斯定理的相关知识可知 , 该积分

等于梯度与单位法向量的点积在区域边界的积分, 

其公式为 

d div d · d ; 

其中 为积分区域, 表示区域的边界, 为单位

法向量. 类似地，对顶点周围的三角形面片分别进

行求解, 记其中一个 的 3个顶点为 , , ; 对

有 

· d
1
2

·      4  

           
1

2
T  

 
T

                                   5  

其中 表示逆时针旋转 90° , 表示三角形面积.  

由于三角形的面积可以由边长及其夹角的正

弦表示 , 向量的点积可以由长度及其夹角的余弦

表示, 结合式(4)(5)并对 周围的所有的三角形求

和, 可以将平均曲率向量的积分写成 

d
1
2

cot cot  6  

与之前的理论相比 , 该式右侧的系数具有相同的

表达形式, 而左侧引入了邻域面积这一概念, 这对

基于余切的计算理论而言是重要的拓展 . 在随后

的研究中, 讨论了邻域面积的确定依据, 并验证了

在 以外的函数上按该理论计算 LBO 算子

也能取得更好的结果. 

2.3  热核函数 
热传导方程是描述区域内温度随时间变化的

偏微分方程, 可以推广为 LBO 算子的表达形式, 

求解该方程需要引入热核这一概念. 若 , 表示

时间 对应的温度分布函数, 则 

∆ , , , d  . 

该式 [17]体现了某点 的温度由区域内其他点对该

点的贡献共同决定, 热核 , 反映了 2 点之间

相互影响程度的大小 , 一般而言其具有的显式表

达为 
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,
1

√4π
exp

4
. 

由于热核公式与 LBO 算子之间建立直接联系

比较困难, 所以需要引入一个中间函数进行过渡, 

即泛函拉普拉斯算子(functional Laplace operator), 

其定义为 

   exp · 

                  d . 

该式与热核公式有部分相似 .相关数学研究表明 , 

对曲面 上二阶连续的函数 , 当参数 0时 , 

与∆  的差在无穷范数意义下的极限等

于 0, 泛函拉普拉斯算子收敛于曲面 LBO算子[17, 30]. 

若得到一个定义在网格 上的离散函数 , 

使之在极限意义下收敛于泛函拉普拉斯算子 , 就

完成了由网格上到曲面上 LBO 算子的近似, 并在

理论上保证了良好的收敛性.  

热核公式的提出打破了余切公式在离散 LBO

算子计算理论方面的垄断地位 , 基于热核公式的

离散化方法是近年来研究的热点 , 它在收敛性方

面的优势推动了相关应用的优化进展.  

3  计算方法 

关于离散 LBO 算子的具体计算方法的研究也

经历了漫长的历史过程. 一方面, 计算理论的发展

指导了计算方法的发展 , 但在实现的过程中会遇

到各种问题, 需要后续的研究进行解释和修正. 另

一方面, 不同的应用对计算方法关注的重点不同, 

有的只分析系数矩阵特征值的分布 , 有的则对收

敛性提出了很高的要求 . 正是由于计算理论与实

际应用都具有多元化的属性 , 根据所针对问题的

不同 , 计算方法在框架或者细节方面都有或多或

少的差异 , 因而需要对各种计算方法及其特性进

行必要的总结和比较.  

首先对本节中所涉及的主要符号进行说明: 

表示三维空间中的二维曲面 , 表示离散化的网

格模型, 表示网格模型顶点的集合, 表示网格

模型边的集合 , , 分别表示对应集合内

的元素, 表示网格模型面片的集合. ∆ 和 分别

表示曲面和网格上函数 的 LBO算子;  N 表示

顶点 周围相邻顶点的集合, N 表示顶点 周围

相邻边的集合 , N 表示顶点 周围相邻面片的

集合, 表示某区域的面积, 和 分别表示 两侧

对应角, 和 表示 两侧对应三角形.  

出于研究问题的特征及实际应用的需要 , 离

散 LBO 算子有时会相差一个符号. 本节所涉及的

所有方法均统一写成基本形式 

. 

3.1  Taubin 框架 
Taubin框架[11,31-32]是一种网格光滑的方法, 是

早期重要的研究成果之一. Taubin 框架对 的取

值提出了如下的要求 

,
∑ ,N

; 

其中 , 为满足对称性的正值函数 , 显然有

∑
N 1. Taubin框架给出了 3种具体的选

择方式[11,33] 

, 1, 

,  , 

, . 

该框架相对于 1的伞式算子[34]有归一化

的优势, 而 , 1的方法与基于顶点度数的

Tutte方法[35]等价(注意到 对称时 不一定对称).  

Taubin 框架是 LBO 算子在网格光滑应用方面

一次有益的初步尝试 , 显然还有许多不尽如人意

需要改进的地方. 仅仅是基于经验进行 , 的

选择, 并没有充分的理论依据予以支持, 线性准确

性不能得到保证, 收敛性方面也没有保证. 但其关

于对称性、局部性、正权值等属性的探索还是具有

很好的指导意义.  

3.2  余切方法 
关于余切的计算理论导出了原始的计算方法, 

即式(6)给出的 0.5 · cot cot [33], 在

实际应用中得到了不断的完善. Desbrun 等[16]将余

切方法[16,36]与 Taubin 框架结合在一起, 使得系数

满足归一化条件 
cot cot 

∑ cot cot N

. 

实验表明 , 该方法在网格光滑的应用中相比

之前的方法可以更好地保持原始网格的形状 , 体

现了计算理论指导下系数选择能够进一步改善其

性能.  

余切方法所面临的问题在于cot cot 在

时会出现负数取值, 这对于纹理映射

等应用有着不利的影响 . 后续的研究在不改变计

算方法的情况下, 对输入模型进行预处理, 给出了

基于 Delaunay三角化的解决方案[37-38].  



第 4 期 范  典, 等: 数字几何处理中 Laplace-Beltrami 算子的离散化理论与应用研究综述 563 

 

     
      

Delaunay 三角化(Delaunay triangulation)[39]是

满足 不大于 π的三角化方法.满足该条件时, 

cot cot 取值非负, 在网格模型上对其进行

一定的拓展 [40], 允许三角形的边是沿网格表面的

测地直线 [41]在重新三角化的网格上进行计算, 可

以使纹理映射取得更好的效果.  

Delaunay 三角化提供了一种全新的思路, 记 

, 在 确定的

情况下 , 改变 也会影响 . 这样 , 一方

面，解决了不规则三角化导致 取负值的问题 ; 

另一方面，Delaunay 三角化的唯一性与该算子只

依赖黎曼度量的属性相吻合.  

3.3  面积系数 

将平均曲率的计算理论推广到一般的函数 并

适当选取邻域面积的权重，就可以得到改进形式的

余切方法, 两者的公式只相差一个面积系数 , 即

   ∑
N   

cot cot . 

Desbrun等[16]首先给出了 的一种直观的选取

方法, 即该顶点周围三角面片面积的总和, 其表达

式可以写成 ∑ ∆∆ N . 

该方法定义的邻域相互之间有所重叠 , 对不

规则网格适应性较差.  

Meyer等[15]提出了在网格顶点计算Voronoi图[42], 

以各个顶点 Voronoi 区域面积进行计算, 可以保证

各顶点邻域之间互不相交 , 且每个面元都在与之

距离最近的顶点对应邻域之中.  

对于锐角三角形组成的网格, Voronoi 区域的

面积比较容易计算 , 而并非所有网格都满足这一

条件, 因此需要引入 M 这一概念对 Voronoi 区

域的面积进行估计 . 对锐角三角形直接计算顶点

对应的 Voronoi 区域面积, 对钝角三角形的锐角顶

点估计为三角形面积的四分之一 , 而钝角顶点估

计为三角形面积的一半. Meyer 等通过计算曲率等

应用并与之前的几种方法进行比较, 得出该方法在

网格模型不规则时计算结果具有一定优势的结论.  

3.4  热核方法 
Belkin等[17]给出了基于热核的离散 LBO算子

的表达式 

      · 

 ∑
#

∑ e ; 

其中# 表示面片的顶点数目. , 是一组描述网

格与曲面接近程度的参数, Belkin等证明了若 h满

足 , . ,则当网格 收敛于曲面

时, 在无穷范数的意义下也收敛于 .  

Wardetzky[26]和 Xu[21]研究了此前余切方法的

收敛性, 指出一般情况下的二阶收敛不能保证. Xu[21]

提出的收敛性更好的方法需要进一步的离散化 . 

热核方法在收敛性方面取得了突破性的进展 , 在

平面及球面上分别取不同类型的函数, 与∆ 的显

式表达进行对比验证了收敛性的存在.  

由于 并不依赖于网格的三角特性, 因此热

核方法有向多边形网格拓展的潜力 . 热核方法虽

然具有很好的适应性与收敛性 , 但采用指数衰减

方法代替局部性特征导致矩阵不够稀疏 , 计算测

地距离的代价与使用欧氏距离的误差等也制约了

该方法的普遍应用.  

3.5  点云方法 
对嵌在高维空间中的低维流形 , 通常经过采

样得到点云作为其离散化表示. Belkin等[19]提出了

不依赖全局网格模型 , 在切空间中进行局部三角

化的方法 , 并给出在点云中计算 维流形上对应

LBO算子的方法.  

对点云中的采样点 , 首先使用Har-Peled等[43]

的方法求出其切空间 ; 对所有与 距离不大于 的

点构成的点集 , 将其投影到 并进行局部

Delaunay 三角化得到 , 记该投影的逆为 .由此

给出的计算方法为 

 ⁄ ∑  · 

e . 

Liu 等[20]在研究流形调和谱分析时发现, 由于

第一个求和符号的存在, Belkin方法不能保证对称

性, 因此引入了 Voronoi区域的概念予以修正. Liu

等给出了 2时 Belkin方法的改进公式[20]  

                   ∑ e · 

                     V ， 

并证明了该方法的收敛性. 随后的实验结果表明, 

Liu方法比非对称 Belkin方法取得的结果要好, 作

为对比直接将 Belkin 方法转化为对称形式的尝试

是失败的.  

3.6  多边形网格 
离散 LBO 算子计算方法的最新进展来自于多

边形网格方面. Alexa 等 [18]从黎曼流形度量出发, 
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法判断其相似性 . 和其他领域分类算法的主导思

想类似, 我们需要一组特征对网格模型进行描述.  

Reuter等[47]提出了 ShapeDNA方法, 其基本思

路是基于 LBO 算子计算系数矩阵前 个特征值组

成网格模型的特征向量 . 该方法利用了矩阵的特

征值在相似变换中保持不变的特性 , 更好地反映

了网格模型的内蕴特性 . 在用于检测同一模型的

不同姿势 , 或同一姿势的不同模型等问题时有着

更好的表现. Lian等[50]将 ShapeDNA与一些典型方

法进行比较后的结果表明, ShapeDNA的效果比较

理想 . 基于谱分析的特征提取方法近年来也取得

了一些新的结果[51-52]. Hu等 [51]则给出了另一种基

于谱分析的特征提取方法.  

4.3.2  网格分割 

对网格模型进行形状分析时 , 往往需要对其

进行分割. Lévy等 [53]在研究流形上 LBO算子的特

征函数时, 提出了 nodal set和 nodal domain的概念.

对每一个特征函数 , 经特征函数运算后为零的集

合得到 nodal set, 按照流形上各点 符号的正负生

成对应的 nodal domain, 就得到了流形的一个自然

的分割. Reuter 等  [54-55]使用有限元方法在网格模

型上进行求解和构造, 并分析了其正确性、鲁棒性

和敏感性等.  

与此同时 , 还有另一种基于特征点的网格分

割方法[56-57]. 首先将网格模型投影到 LBO 算子较

小特征值对应特征向量张成的子空间上 , 通过计

算其凸包的手段得到一系列所谓特征点; 再利用

等势分析得到每个特征点对应的分割区块 , 并附

加了特征点合并等优化策略 , 以使得分割的结果

与几何形态相吻合.  

4.3.3  热核签名 

当热核理论引入 LBO 算子的计算之后, 与之

相关的应用也取得了一定的进展. Sun 等  [58]根据

曲面上的热传导过程 , 给出了称为热核签名的形

状描述方式. 首先将热核写成特征分解的形式 

, e                8  

其中 和 分别表示 LBO算子的第 个特征值和特

征方程. 曲面的热核签名定义为时刻 时式(8)对角

线位置的值, 即 , , . 

在一定的假设条件下(如特征值互不相同), 热

核签名包含了曲面上的所有信息 , 也可由其导出

曲率与扩散距离等. 热核签名[7,58]在实际计算时采

用了 Belkin等[17]的离散化方法.  

4.3.4  其他谱分析应用 

谱分析是基于矩阵特征问题的一大类应用方

向 , 还有许多应用中直接或间接地利用了这种思

想 . 它们包括但不仅限于如下几项数字几何处理

的应用：对网格模型进行参数化时边界的确定[59-60], 

如何在网格模型上添加数字水印 [61-64], 检测网格

模型中所包含的对称性特征 [65-66], 压缩网格模型

数据规模以便进行传输 [64,67-68], 网格与网格之间

点与点的对应关系 [69-70], 由原始曲面生成四边形

网格[71-73]等.  

在计算机图形学以外的许多相关领域应用也

可以利用 LBO 算子的谱分析进行研究. 在机器学

习方面 , 对高维空间中邻近的数据点建立连接关

系 , 将其投影到低维特征子空间上可以更好地适

应流形学习算法 [74]. 在图像处理方面 , 可以提取

内蕴几何特征并将其转换为高维网格模型; 再分

析该模型的 LBO算子, 以完成图像识别等功能[75-76].  

综上所述, 以 LBO 算子作为基础的数学工具, 

其应用渗透了数字几何处理的方方面面 , 并以多

种多样的形式为计算机图形学的发展做出了重要

的贡献.  

5  总结展望 

本文针对 LBO算子在数字几何处理中的研究, 

从预备知识, 计算理论, 计算方法, 实际应用等几

个方面探讨了 LBO 算子的离散化. 计算理论方面

依据研究背景的不同分别进行了介绍 , 并结合具

体应用进行了归纳和总结. 余切方法为 LBO 算子

离散化奠定了基础, 目前得到了广泛的应用. 热核

方法的出现为 LBO 算子离散化的收敛性提供了重

要理论依据 , 但基于热核方法的计算是一个全局

操作, 不能像余切方法那样可以局部计算, 因此在

具有时间要求的实际应用中有较大的局限性 . 研

究具有局部性、同时具有收敛性的 LBO 算子是今

后一个重要的热点研究方向 . 在三维数字几何应

用中, 除了已经得到广泛研究的三角网格外, 三维

数字几何的其他表示形式(比如点云和多边形网格)

也是 LBO 算子应用今后可能的重要研究方向, 在

这个方向上 , 包括点云和多边形网格上的热核方

法误差控制及数值稳定性等的研究具有重要的理

论价值和实际工程应用价值. 
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